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近年来关于广义伯努利方程研究述评

张绍梅 1  周杨川 2*
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摘　要：对近年来发表的研究广义伯努利方程的文章进行述评，提出一些看法和建议，并对已有成果作出改进。
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2018 年，吴慧卓 等将如下形式的常微分方程称为广

义伯努利方程 , 给出了该方程的隐式解公式并用于求解 

Gompterz 模型和 Riccati 模型 [1]：
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2024 年，高冬冬等根据文 [1] 所定义的广义伯努利方程

的结构特点 , 自认为“猜想了在一定条件下的广义伯努利方

程新的隐式解公式”,“理论证明了该隐式解的正确性”，“给

出了相应的实例来验证理论结果的可行”[2] ．

实际上文 [2] 所作的主要工作在 [1] 中都已经做出 . 文
[2] 不过是把 [1] 中的 p(x) 改写为 R(x), 把 [1] 中的 R(y) 改写为

m(y)，除了 [2] 公式（9）中的指数函数的积分指数与 [1] 中公

式相差一个负号外（该负号实为 [1] 的编校疏漏），并未得

到比 [1] 更丰富更有用的成果，文 [2] 所谓应用实例在文 [1] 中

也已给出。文 [2] 难脱抄袭篡改文 [1] 之嫌 .

其实文 [1] 也并非新的工作 . 2017 年，Azevedo， D. 等于 [3]

中就将满足（2）式的方程（1）称为广义伯努利方程并给出

了其通解（所用符号略有不同）；同年 Tisdell， C. C. 在文 [4]

中揭示了 [3] 所称广义伯努利方程与恰当微分方程的联系 .

2020 年，郑军先生就文 [1] 所做工作，于 [5] 中介绍了邓

淙先生 1985 年发表的文 [6], 指出文 [1] 的结果本质上不过是

文 [6] 的一个特例；并认为尽管几十年来广义伯努利方程得

到较多关注和研究，但文献 [6] 结果的传播范围非常有限；

强调和说明了邓淙先生的重要工作；对邓淙先生在文献 [7]

中提及的问题做出部分回答．

1985 年邓淙先生在 [6] 中提出如下定义的广义伯努利方

程并给出了其隐式解公式：
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其中函数 f(y) 和 g(y) 满足条件：

                             (4)

(α ≠ 0 为常数 ) .

在 [1] 和 [3] 中所定义的广义伯努利方程本质上为 [6] 所定

义的广义伯努利方程当 α=1 时的特例 . 不但如此，熟知求

导远较求积分容易，因此要验证具体的一个（1）形方程是

否满足广义伯努利方程的条件，用（4）式较（2）式大为

轻松容易 . 可见在已有文献 [6] 的基础上，[1-3] 所做的都是无

用功，并未对常微分方程理论作出实质性的贡献 .

有学者可能会认为 (4) 中“α ≠ 0 为常数”的说明是多

余的 . 实际上，当 α=0 时，则 f(y)/g(y) 为常数（注意 g(y) 不

能为 0，否则分式无意义）, 此时方程（3）为可分离变量方程 . 

不必应用文 [6] 的知识求解 , 也不宜称其为广义伯努利方程 .

自文 [6] 发表后，许多研究广义伯努利方程的文献给出

的结果实际上都是文 [6] 的积分形式的表述或者特例 . 对此

邓淙先生于 2002 年在 [7] 中作了讨论，并提出两个问题，

其中之一是：如果作为 y 的函数的条件（4）的左侧（设为

h(y)）并非常数时，对于某些特殊形式的 h(y)，方程（3）是

否可积？

郑军先生在文 [5] 中对此给出了一个回答，即文 [5] 中的

定理 1.

于此之前，2017 年党兴菊等 [8] 先于文 [5] 给出了一个回

答：即把条件（4）改进为下式：
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其中 α，β 为实常数且不同时为 0. 文 [8] 给出了满足（5）

式条件的方程（1）的隐式解：当 β ≠ 0 时，

而当 β=0 时，即为 [6] 中所给出的：
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式中 C 为任意常数 .

文 [8] 建议把满足条件（5）式的方程（3）称为伯努利 -

邓方程。

郑军先生 [5] 中的定理 1 由两部分组成，第一部分就是

上述伯努利 - 邓方程中当 α=0 时的特例；第二部分说，如

果方程（3）满足条件：
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式中 μ ≠ 0 ，1 为常数，并且满足
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式中 A，B 为常数，则方程 (3) 可积，且其隐式解为

其中 C 为任意常数 .

由于微分运算远较积分运算容易，因而如果把 [5] 中的

条件（4）亦即本文中的（6）式改写为：

式中 A 为常数 . 则记忆和应用就更为方便简洁。

将上述设想试应用于 [3] 中例（ii），求解：
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根据乘法对加法的分配律和加法交换律，令 P(x)=x5, 

Q(x)=x2, f(y)=y-3, g(y)=y-1, 把隐式解中的 v 改写为 u, 有：
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可见 α=-2，μ=2，
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A=3/2，方程的解为
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这里得到的解与 [5] 得到的解有所不同，是因为 [5] 中同

样存在编校差错 : 其中最后一页第一行花括号内下方公式

等式左侧被积分式的分母上漏了一项“1”，实际上应为
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从而正确的隐式解中 v 应表为：
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考虑到本文中的 u 和 [5] 中的 v 互为倒数，易证两个隐

式解存在互换关系。

    早在 1985 年，陈省身先生就提出要让青年人知道有

“好”的数学和“不好”的数学之分，从年轻时就懂得欣赏“好”

的数学 . 我们认为，邓淙先生 [6] 在常微分方程研究领域树立

了一个“好”的数学的光辉典范（数十年内国内外研究无

出其右）；文 [8] 的作者继承了邓淙先生“好”的数学的优

良传统；而郑军先生尽管重新发现了文 [6]，给予其高度评价，

并提出了新的成果，却未能深入领会文 [6]“好”的数学的精髓，

未能理解文 [6] 的言外之意和弦外之音；至于文 [1] 和 [2]，则

在“不好”的数学方向越走越远，其根本原因是未能像文 [3]

的作者一样充分发掘已有的数学文献从而得到更有价值的

新的成果，未能明了和区分数学的“好”与“坏”.

另外文 [5] 的参考文献列表中还存在几处编校差错：其

中第 6、7、8 等 3 篇文献的作者实为常微分方程研究领域
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专家汤光宋教授，文中误植为汤光荣；第 8 篇文献的题名

应为《常微分方程专题研究续论》，“微”误作“徽”，“续”

误作“绪”，让人不知所云。希望相关编校人员能够加强

责任心，尽力避免类似错误发生。
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