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图与网络模型的教学改革与实践    
白雪洁

（河北农业大学理学院，河北 保定 071001）

摘要：图与网络模型是运筹学的一个分支。本文基于 OBE 理念，以“两性一度”为标准探索网络优化问题的教学设计，以网络最大

流问题为核心对教学内容进行重组，以案例驱动加强师生研讨，以线性对偶实现数学规划与网络优化的融汇贯通，以科研问题提升学生

创新能力。通过一系列教学措施，促进学生对图论知识的理解和应用，旨在为运筹学课程改革提供有益参考。
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图论是古老但又十分活跃、应用非常广泛的运筹学的一个重

要分支。借助于图研究问题直观明了，并且能够简化复杂问题，

因此许多工程、管理等实际问题都可以通过转化为图论模型来研

究。2021 年人才培养方案修订，我校运筹学课程内容调整，除线

性规划、对偶理论和整数规划外，增加图与网络模型章节。这部

分内容在运筹学教材中一般包括图与网络的基本概念、最短路问

题、最小支撑树问题、网络最大流问题、最小费用流问题和最小

费用最大流问题。

图与网络模型普遍存在知识点多且离散的特点，课上需要介

绍的定义和概念较多。以教师讲授为主的传统课堂会造成学生思

考和师生互动少，不利于培养学生将知识应用于解决问题的能力

和创新思维。孙晓玲和杜建伟通过“数学游戏”、纠错教学、层

次教学和分组教学等措施打造精彩高效的图论课堂。蔡丽娜探讨

数学建模在“图论”教学中的具体应用，给出图与网络模型教学

的实施策略。高红等人以“两性一度”标准，提出教学模式改进、

数学前沿进课堂、师生研讨、解决科研问题等措施改革图论课程

教学。夏红探讨在新质生产力背景下图论课程教学改革的目标与

路径，在新形势下促进学生对图与网络模型的理解与应用。

本文结合笔者的教学实践，以网络最大流问题为核心展开图

与网络模型的教学，构建起网络模型间的关系；从数学规划角度

反观图与网络模型，使得线性规划与网络优化的相互交融，实现

知识创新；实验课与理论课互补，增强学生的实践操作能力，培

养学生解决复杂科学问题及适应实际应用场景的能力。

一、网络优化的教学改革

（一）以学生为中心改进教学内容

讲授图与网络模型之前，学生已学习线性规划、对偶理论和

整数线性规划，习惯数学模型的方式表述优化问题。网络模型在

解决实际问题时，结合所研究问题的特点，借助图论这一工具实

现，这是网络优化问题与数学模型的不同之处。网络最大流问题

是对公路系统中车辆流、配送网络中商品流、控制系统中信息流、

供水系统中水流、电力系统中电流和金融系统中现金流等实际流

量最大化问题的凝练。在介绍它的图论求解方法—Fulkerson 算法

前，多数教材给出网络最大流问题的数学模型，使学生平稳过渡

到网络优化的学习。不仅考虑流量大小，再考虑“费用”多少后，

即为最小费用最大流问题。基于图直接求解的 Ford-Fulkerson 算法，

最大流问题关键是确定增广链，最小费用流问题是网络图的权重

代表费用时的最短路问题。因此，介绍最短路问题及其求解方法：

Dijkstra 算法和 Bellman 算法后，再讲最小费用最大流问题。

最短路问题就是从给定的网络图中找出任意两点之间“距离”

最短的一条路。在实际的网络中，“距离”可以是时间、费用等

等。有些问题，如选址、管道铺设时的路线选择、设备更新、投

资、某些整数规划和动态规划问题都可以归结为求最短路问题。

架设电话线、设计供水管道铺设方案等问题，除了考虑路线最短，

还需要考虑节点的连通性，可用最小支撑树问题量化解决。

（二）规划视角反观实现知识融合

网络最大流问题，从根本上讲不给出数学模型，也不影响借

助网络赋权图讲解 Fulkerson 算法。但这个模型不仅有助于学生对

网络最大流问题的本质理解，而且有效构架了线性规划与网络优

化的桥梁。反过来也将数学模型可解决的优化问题类型进行了范

围扩充；引发进一步思考，网络最大流的数学模型是一个线性规

划模型，根据对偶理论，它应该也有对偶模型。如何求出它的对

偶模型呢？难点在于网络最大流问题与网络图有关，流量平衡约

束需要根据节点是发点、中间节点还是收点进行判断，类似于普

通线性规划直接通过观察写对偶规划基本无法实现。

借助 Excel 软件中矩阵的转置功能，可以更直观地写出线性

规划的对偶模型。网络最大流问题与图相关，用 Excel 软件辅助可

写对偶模型。类似方法，可以写出最短路问题、最小费用流问题

等网络模型的对偶模型。

（三）实验理论互补提升操作能力

上机编程操作是提升学生主动学习和知识应用能力的关键环

节。图与网络模型章节可以通过选取工程管理领域中的真实案例，

如物流配送网络中商品流分析等，让学生分组讨论、分析，最后

进行案例汇报，加深理解。实验课上使用 Lingo 软件，基于之前对

线性规划和整数线性规划的求解思路，采用定义集合的方式编写
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程序。这意味在求解网络模型时，需要有数学规划模型。网络模

型与线性规划有本质上区别，网络模型与图密切相关。在编程时，

需要让 Lingo 软件获知对应的网络图。定义原始集 vertex，在此基

础上定义派生集 arc，采用枚举法列出所有弧，命名 distance、cost

或 flow 表示弧上的距离、费用或流量。

与理论课对应，实验课也从网络最大流问题开始，编程时不

是依据教材中给出的 Fulkerson 算法，而是数学模型。在 Lingo 中

定义网络图的顶点和弧信息后，按照目标函数、约束条件顺序写

出与之对应的程序，求解得到最优解和最优值。在约束条件不变

情况下，引入弧上流量的单位运输费用，将最大化流量替换为最

小化弧上商品的总费用，即得最小费用流问题的数学模型。需要

注意的是，最小费用流问题中流量 υ 属于已知参数。如何确定流

量 υ 呢？如果借助网络最大流问题求解，可以获知 υ 的取值上界

υmax。当 υ<υmax 时，为最小费用流问题；当 υ=υmax 时，为最小费用

最大流问题。

最小费用流问题的数学模型中，更新代表流量的决策变量 fij

为 0-1 决策变量 xij，表示弧（i，j）是否位于最短路上，同时将容

量限制约束去掉，将流量平衡约束的右端项从 υ 替换为 1，得到最

短路问题的数学模型。最小支撑树问题的数学模型关键区别处是

添加不构成回路的约束条件。

二、物流配送网络教学案例

图与网络模型章节的网络最大流问题等求解在网络图上进行，

但在某种程度上，图论的方法也有局限性。当在一个物流网络中

考虑多种商品的配送时，如何获取总费用最小的配送方案呢？直

接在网络图上无法体现出多种商品间的耦合关系，这时综合网络

优化与线性规划的优势是解决问题的途径，用数学模型法量化建

模，结合图的结构用软件编程求解。下面以物流网络为例展示多

商品的配送方案。

在图 1 的物流网络中配送两种商品，第 1 种商品发点为 1，

收点是 7，配送量为 25；第 2 种商品发点为 2，收点是 6，配送量

为 2。图 1（1） 中弧上数字代表容量，图 1（2） 中弧上数字代表

两种商品的单位运费。如何确定总费用最小的配送方案呢？

图 1  多商品网络流的基本数据

引入决策变量表示不同商品在不同弧上的流量，总费用为目

标函数进行最小化，商品在节点的流量平衡、容量限制为约束条

件建立数学模型。用 Lingo 软件编程求解得最优配送方案如图 2

所示，第 1 种商品有 3 条路线：1 → 2 → 5 → 7，运输量为 2；

1 → 4 → 7，运输量为 22；1 → 3 → 6 → 7，运输量为 1；第 2 种

商品的运输路线为：2 → 4 → 3 → 6，运输量为 2，总费用为 1923 元。

图 2  多商品网络流的最优方案

三、总结

本文基于学生中心成果导向的 OBE 教学理念，以“两性一度”

标准，探讨了网络优化问题的教学设计。以数学规划视角反观网

络优化问题，将网络最大流问题作为中心，辐射至最小费用流问题、

最短路问题和最小支撑树问题，进一步通过线性对偶理论和多商

品网络流案例建立网络优化与线性优化的联系，实现知识的融会

贯通。图与网络模型在计算机科学、经济学领域和生物学领域发

挥有广泛的作用，开展跨学科的学习与研究以适应新质生产力发

展需求，可以作为将来的探索方向之一。开展项目驱动和案例分

析的教学实践，比如以“双碳”为目标设计“智慧城市交通网络

优化”主题案例，从实际应用场景中提炼问题丰富双创案例和项

目也是未来努力方向。此外，文中的实验均采用 Lingo 软件编程实

现，将来还需更新编程技术，用 Python+Gurobi 进行编程实战，增

强学生的实践操作能力。
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