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线性代数中的不变性哲学思想及其应用
孙晓青　肖燕婷
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摘要：本文探讨线性代数课程中变与不变的对立统一性的哲学思想，通过对线性代数重要知识点的分析得以呈现，以更高的视角理

解教学内容的本质，从而培养学生辩证思维能力和创新思维能力。 
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一、引言

数学和哲学虽然是两个学科，但是它们有跟多相似的地方，

它们都侧重于抽象思维和逻辑推理。菲尔兹奖、邵逸夫数学奖得

主数学家德莫林斯说过：“没有数学，我们无法看穿哲学的深度；

没有哲学，人们也无法看穿数学的深度；而若没有这两者，人们

就什么也看不透。”

线性代数是理工科培养计划里必修的数学类的基础课，线性

代数、高等数学、概率论是高等教育中最重要的基础数学课程。

线性代数的理论不仅渗透到了数学的许多分支中，而且在其他理

工科等领域中都有着广泛的应用。学生通过对该门课程的学习，

不但能掌握线性代数的基本知识和应用，而且在逻辑推理、抽象

思维、数学表达等方面的都得到了训练。线性代数具有概念多、

性质多、结论多的特点，抽象性和逻辑性都较强，因此初学者的

学习过程中感到非常吃力。在教学中，如何提高学生对该门课的

学习兴趣和学习能力，是线性代数教师教学中不断探索的关键问

题。

哲学关系里的普遍联系性、有限与无限、特殊与一般、变与

不变等的对立统一性在线性代数的教学内容里有很多体现。本文

就线性代数内容的变与不变的对立统一性进行了深入探讨，在讨

论中我们发现每一章的内容都有体现，希望通过对这些知识点的

梳理和深入挖掘，从而帮助学生更容易理解这些知识点，最终更

好地掌握这门课程。

二、线性代数中的不变性

（一）行列式计算中的不变性

行列式是线性代数中第一章的中心概念，行列式理论是在研

究线性方程组的解法中产生的。行列式计算过程中最常用的方法

是行列式的七条性质，其中性质 3 是：行列式可以按一行或一列

展开，即行列式中任意一行（列）的元素与其对应的代数余子式

乘积之和等于该行列式；性质 6 是：行列式某一行（列）的倍数

加到另一行（列），行列式的值不变。以上两个性质在行列式计

算里用得最频繁，在计算过程中，将一个一般行列式化简为特殊

形式进行计算，比如三角行列式、对角行列式，分块上三角行列

式或者分块对角行列式等，再进行计算。在这个过程中虽然行列

式的形式改变了，但是行列式的值不改变。这就是“形变质不变”

的辩证思想。

例如，
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在这个行列式的求解过程中，用到了两行互换，两列互换，

一行的倍数加到另一行，整个过程中行列式的形式一直在变化，

但是行列式的值不改变。

（二）矩阵的不变性

矩阵是线性代数中最重要的概念之一，学习线性代数的主要

目的就是要利用矩阵这一数学工具去解决各种与之相关的实际问

题。

矩阵的秩在求解线性方程组、判定向量组的线性相关性都有

重要的作用。初等变换不改变矩阵的秩，也就是说在矩阵的初等

变换下，矩阵的秩是个不变量。设 Pm n×∈A ，A 经过若干次初等
变换变为矩阵 B，则 A，B 等价，虽然矩阵的形式发生了改变，但

是它们的秩相同。这也体现了“形变质不变”的辩证思想。

例如，一个矩阵 A 可以经过若干次初等行变换化成称行阶梯

型矩阵 1B ，继续用初等行变换将其化为行最简型矩阵 2B ，还可

以继续用初等列变换将 2B 化为标准形
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的秩都等于 r。在这个

过程中，我们看到矩阵的形式在不断发生变化，在这个变化中却

有个不变的量，就是矩阵的秩。不同于行列式，这些矩阵之间不

相等，因此它们中间都是用箭头链接的。根据矩阵标准形的唯一性，

可以对矩阵进行分类或者解决一些应用问题。

另外，利用分块矩阵的思想，还可以将矩阵分为行向量组和

列向量组，矩阵的秩等于矩阵行向量组的秩，也等于矩阵的列向

量组的秩，这个结论将矩阵的秩跟向量组的秩联系在一起了。

（三）线性方程组理论中的不变性

线性方程组构成了线性代数的核心。线性方程组的发展是线

性代数的起源，后续的许多概念都可以通过线性方程组来理解和

应用。

高斯消元法是求解线性方程组的经典方法。一个线性方程组

消元的过程中，虽然方程组的形式发生了很大的变化，但是解是

不改变的。

例如：
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这两个线性方程组形式不同，但它们是同解的，即解是不变的。

因此求解线性方程组时消元的过程让方程组的形式变得越来越简
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单，但是解一直都没有改变。

另外，齐次线性方程组有非零解的情形，所有的解都可以用

它的基础解析线性表示，然而基础解析是不唯一的。求解过程中，

自由变量的选取方法不唯一，导致了基础解系不唯一，然而基础

解系所含向量的个数是唯一不变的，等于未知数的个数减去系数

矩阵的秩（n-r）。非齐次线性方程组在有无数多解的情形，通解

表示也是不唯一的，但结构都是用它的一个特解加上导出组的通

解来表示的，这种形式是唯一的。

（四）向量组的不变性

向量是线性代数、解析几何中的重要内容，学生在中学就学

过向量的知识。它与矩阵、线性方程组紧密相关。在教学中我们

发现，向量组的知识比较琐碎，学习理解起来较为困难，因此我

们尽量列举三维向量，再一步步推向高维。其中，向量组的线性

相关性是研究向量的关键知识点；齐次线性方程组的基础解系，

以及非齐次线性方程组解的结构都是以向量组的线性相关性为基

础的；向量组的线性相关性也是研究线性空间的维数与基的重要

工具。

在向量的线性相关性中有以下常见结论：向量组 1 2, , , sα α α

线性无关，添分量后得到的新向量组 1 2, , , sβ β β 也线性无关；向

量组 1 2, , , sα α α 线性无关，则它的任何部分向量组都线性无关；

一个向量组的部分向量组 1 2, , , rα α α 如果线性相关，那么原来整

体向量组 1 2, , , sα α α 也线性相关。这些都反映了向量组的联系和

不变性。

此外还有，研究向量组的“窗口”是向量组的极大线性无关组。

一个向量组 1 2, , , sα α α 与它的极大线性无关组是 1 2, , , rα α α 等价

的。然而同一个向量组而言，它的极大线性无关组是不唯一的，

例 如： 1 2 3(1,0,0), (0,1,0), (2,3,0),α α α= = = 容 易 证 明 1 2,α α ，

2 3,α α ， 1 3,α α 都是它的极大无关组，但是同一个向量组的极大无

关组和极大无关组是等价的，即 1 2,α α ， 2 3,α α ， 1 3,α α 等价。那

么极大无关组包含的向量个数始终是不变的，我们称之为向量组

的秩。

类似的，齐次线性方程组求解中，当它有非零解时，它的通

解是基础解系的线性组合，即 1 1 2 2 n r n rk k kη η η η− −= + + + 。同极大

无关组类似，基础解系是不唯一的，但它们是等价的，所以基础

解系含向量的个数是固定的，为 n-r 个。

在线性空间中，基是不唯一的，不同的基是等价的，同样的，

基所含向量的个数是唯一的，这个数就称为线性空间的维数。学

生在学习中将这些不变性放在一起理解，不但能发现知识点的联

系，而且特别容易记忆。

（五）特征值与特征向量的不变性

特征值和特征向量在工科的很多专业中都有应用，它们与矩

阵的相似变换、矩阵的对角化、矩阵的幂次运算、二次型化标准

形等密切相关。在教学中，为了帮助学生理解特征值和特征向量

的性质，整理了下面的表格，该表给出了矩阵 A 的特征值与 A 相

关的矩阵的特征值的关系。 

从上面的关系可以看到，除了转置矩阵外，虽然矩阵不相同，

但是它们的特征值是有关系的，而且特征向量是不变的。

另外，相似的矩阵关系中，它们有相同的特征值。一个矩阵

如果可以对角化，对角化后得到的对角矩阵的主对角线元素就是

原矩阵的特征值。实对称矩阵为对角矩阵时，利用了正交替换法，

也有同样的结论。

（六）二次型的不变性

在数学、物理学、信号处理、经济学等许多理论和实际问题

中都会遇到二次型转化成标准形的知识。化二次型为标准形的方

法有配方法、初等变换法和正交替换法。二次型的标准形是不唯

一的，即平方项的系数可以不相同，但是它的规范形是唯一的，

规范形的系数只能是 1 或 -1，1 的个数是二次型的正惯性指数、-1

的个数是它的负惯性指数，这就是二次型的唯一性定理。

值得一提的是，用正交替换法化二次型，得到的标准形是唯

一的，平方项的系数是二次型对应的矩阵的特征值。

三、小结

本文重点探讨了线性代数课程里每个章节中变与不变性的辩

证思想。内容基本涵盖了线性代数里的所有重点知识。通过分析，

将数学知识和哲学思想相互关联，找到了抽象知识的深层本质，

不仅帮助学生对整个线性代数的内容进行串联，而且培养了学生

的辩证能力和创新能力。
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