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运用图解法探讨运筹学的对偶理论
范　静

（上海第二工业大学数理与统计学院，上海 201209）

摘要：针对具有高度理论性和重要性的运筹学对偶理论，通过典型例题运用图解法进行分析，为学生提供直观形象的教学方式，引

导学生更好地掌握理论知识。
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一、引言

线性规划由线性的目标函数和线性的约束条件构成，是一种

确定性、多变量、单目标的最优化模型，已广泛而深入地应用于

会计、金融、市场营销、经营管理等多个领域 。图解法是求解线

性规划的一种特殊方法。在教学过程中，通过图形的方式，可以

简单直观地对问题的原理和几何意义进行深入理解 。运用图解法

可求解含有两个变量的线性规划问题，可以结合分支定界法得到

含有两个变量的整数线性规划的最优解 ，还可以结合互补松弛定

理得到含有多个变量、两个约束的线性规划的最优解。本文将进

一步拓展图解法的应用领域，即运用图解法研究对偶理论中的对

称性、弱对偶性、最优性、对偶性及互补松弛性。

二、对偶理论及典型例题

对偶理论是线性规划问题中非常重要的内容之一，也是学生

们在学习过程中比较难啃的内容之一。每个线性规划问题（称为

原问题 Prime Linear Programming，简记为 LP）必有另一个线性规

划问题（称为对偶问题 Dual Linear Programming，简记为 DP）与

之相对应。从实际生产计划问题的角度来看，从生产者角度提出

的极值问题是原问题，而从购买资源者角度提出的极值问题是对

偶问题。

设原问题与对偶问题都是规范形式：

    

这里，A 是 m×n 矩阵，C 是 1×n 行向量，b 是 m×1 列向量，

X 是 n×1 列向量，Y 是 1×m 行向量。

原问题与对偶问题之间具有密切的对偶性质：

性质 1 原始问题（LP）与对偶问题（DP）互为对偶。

性 质 2 设 X0，Y0 分 别 为（LP） 与（DP） 的 可 行 解， 则

CX0 ≤ Y0b。

性质 3 设 X0，Y0 分别为（LP）与（DP）的可行解，则 X0，

Y0 是（LP）与（DP）的最优解当且仅当 YsX0=0，Y0Xs=0。

性质 4 若（LP）有最优解，则（DP）也有最优解；同样地，

若（DP）有最优解，则（LP）也有最优解，而且两者的最优值相等。

性质 5 设 X0，Y0 分别为（LP）与（DP）的可行解，Ys，Xs 是

它们的松弛变量，则 X0，Y0 是（LP）与（DP）的最优解当且仅

当 YsX0=0，Y0Xs=0。

性质 1 说明了原始问题（LP）与对偶问题（DP）之间的对称

性。性质 2 也称为弱对偶性质，说明（LP）的任意目标值都不会

大于（DP）的任意目标值。性质 3 称为最优性，说明虽然变量个

数可能不同，最优解也不同，但两个问题的最优目标值却是相等的。

性质 4 也称为强对偶性，说明原始问题（LP）与对偶问题（DP）

的最优解的依存关系。性质 5 称为互补松弛定理，其中，YsX0=0，

Y0Xs=0 称为互补松弛条件。根据性质 5，若已知一个问题的最优解

后，另一个问题的最优解可直接得到，而无需再用单纯形法，即

已知 Y0 求 X0，或已知 X0 求 Y0。

在学习对偶理论的过程中，学生们面对枯燥、烦琐的理论证明，

多数学生的掌握程度不如人意。有的只能死记硬背，不能熟练应用；

有的甚至对性质内容的理解不透彻，对于相关命题不能判断是否

正确。因此，利用图解法研究对偶理论的内容，是十分必要且重

要的。

下面，结合典型的例题进行求解和分析。原问题（LP1）

根据转换关系得到对偶问题（DP1）。其中，A 是对称矩阵，即

A=AT，而且 C=bT。

   

从结果来看，除了变量的符号之外（LP1）与（DP1）的区别

仅在目标的优化方向以及约束的不等号方向。

三、运用图解法探讨对偶理论

（一）图解法的求解过程

首先，根据以下 4 个步骤，运用图解法求解（LP1）。

步骤 1：在平面上建立直角坐标系，横轴为 x1 轴，纵轴为 x2 轴。
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步骤 2：绘制直线 L1：2x1+x2=3，L2：x1+1.5x2=4，将两条直线

L1、L2 的交点记为 F，它们与 x1 轴、x2 轴的交点分别记为 C 与 D、

E 与 B。

步骤 3：根据（LP1）中不等式的符号，得到（LP1）的可行

域 FBOC。易见（LP1）的可行域 FBOC 为一个有界的闭凸集，根

据线性规划的基本理论（LP1））一定有最优解，且最优解一定可

在可行域 FBOC 的某一顶点取得。

步骤 4：绘制垂直于向径（3，4）的一条目标函数的等值线（见

图 1 的虚线）。向径（3，4）的方向是目标函数值增加的方向。

平移目标函数等值线，在点 F（0.25，2.5）处，目标函数值取得

最大值 10.75。即（LP1）的最优解为 x1
*=0.25，x2

*=2.5，最优值为

Z*=10.75。

接着，利用类似的方法求解（DP1）。

在步骤 1 中，设横轴为 y1 轴，纵轴为 y2 轴。

在步骤 3 中，根据（DP1）中反向的不等式符号，在同一坐

标系内画出（DP1）的可行域 DFE。（DP1）的可行域 DFE 虽然

不是封闭的，但也是有界的凸集，因此（DP1）有最优解，且最

优解一定能在可行域 DFE 的某一顶点取得。

在步骤 4 中，在可行域 DFE 中沿着向径（3，4）的反方向平

移目标函数等值线，在点 F（0.25，2.5）处，目标函数值取得最

大值 10.75。即（DP1）的最优解为 y1
*=0.25，y2

*=2.5，最优值为

W*=10.75。

（二）对偶理论的分析

针对性质 1（LP1）的系数矩阵与（DP1）的系数矩阵实际上

是互为转置的两个矩阵，但因为例题中 A 是对称矩阵，即 A=AT，

因此，可行域 FBOC与可行域 DFE分别在两条直线 L1、L2 的两侧。

（LP1）与（DP1）的目标函数中变量的系数满足 C=bT，但方向

正好相反。图 1 生动地展示了原问题与对偶问题的转化结果，有

助于学生更好地理解原问题与对 偶问题的相互转化。

图 1 原问题（LP1）与对偶问题（DP1）的可行域及等值线

针对性质 2，由图 1 显示的目标函数值增加方向可知（DP1）

的可行域中任何一点的目标函数值均不小于（LP1）可行域中任何

一点的目标函数值。这充分说明（LP）的任何一个可行解的目标

函数值都是（DP）目标函数值的下界；反之（DP）的任何一个可

行解的目标函数值都是（LP）目标函数值的上界。学生们在学习

的过程中，可以借助此例的图解过程，明确互为对偶的两个问题

的可行区域，深刻理解弱对偶性。

针对性质 3，在图 1 中，平移目标函数等值线，在点 F（0.25，

2.5）处（LP1）与（DP1）同时得到最优解，且两者的最优值相等。

针对性质 4，当（LP1）在点F（0.25，2.5）处得到最优解时（DP1）

的目标函数等值线向点 F 处平移（DP1）的目标函数值逐渐减少，

并且在点 F 处（LP1）与（DP1）的目标函数值达到相等。

针 对 性 质 5， 根 据（LP1） 的 最 优 解 x1
*=0.25，x2

*=2.5， 代

入 到 约 束 条 件 中， 发 现 两 个 约 束 均 取 得 等 号， 即 2x1
*+x2

*=3，

x1
*+1.5x2

*=4。此时最优解中松弛变量 Xs
*=（0，0）T。利用互补

松弛定理，可得 YsX0=0，即在对偶问题的最优解中松弛变量 Ys*=

（0，0）T。于是，2y1
*+y2

*=3，y1
*+1.5y2

*=4。进而得到对偶问题的

最优解 y1
*=0.25，y2

*=2.5，且（LP1）与（DP1）的最优值相等，

即 Z*=W*=10.75。实际上，通过观察图 1，松弛变量和剩余变量在

最优解点 F 处，均取值为（0，0）T。学生们可以直观地看到，在

原问题和对偶问题的最优解中，哪些约束条件是等式约束，哪些

是不等式约束，从而加深对互补松弛性的理解。

四、总结

图解法的直观性，能够在很大程度上激发学生们对运筹学中

对偶理论的学习兴趣和理解主动性。通过分析表明，图解法有助

于形象地理解对偶理论中的性质，提高对对偶理论的掌握程度。

同时，这也对图解法的应用范围，起到了一定的补充作用。在教

学过程中，教师们有设计地使用这种形象的教学方式，可以调动

学生的感性认识，引导学生观察、分析和归纳，深化学生们对一

些理论性强、学习要求高的知识点的理解，加强学生们对理论学

习的热爱，进而提升学生们学习效率、培养学生们学术素养和创

新能力。
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